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В статье рассматриваются математические модели наблюдаемых процессов датчиков определения высоты 
полета воздушного судна, вектора состояния и наблюдения в целях постановки задачи комплексирования на осно-
ве методов марковской теории оценивания случайных процессов. 
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Введение 
 
Возрастающая интенсивность воздушного движения предъявляет все более жесткие требо-
вания по точности и помехоустойчивости определения координат воздушного судна (ВС). Это в 
первую очередь касается точности и помехоустойчивости в определении высоты полета ВС, 
особенно на этапах захода на посадки и посадки, полетах в горной местности, полетах на малых 
высотах. 
В статье рассматриваются математические модели наблюдаемых процессов датчиков опре-
деления высоты полета ВС (радиовысотомера (РВ), барометрического высотомера (БВ), аппа-
ратуры спутниковой навигационной системы (СНС)), вектора состояния и наблюдения для по-
становки задачи их комплексирования на основе методов марковской теории оценивания слу-
чайных процессов. 
 
Математические модели наблюдаемых процессов 
 
Пусть на интервалах времени  kLTt,t kk  , ,...,,k 210 , на вход приемного устройства РВ 
поступает аддитивная смесь полезного сигнала, представляющего собой пачку радиоимпульсов, 
и шума 
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где  tnрв  – белый гауссовский шум наблюдения РВ, с известными статистическими характери-
стиками –    0tnM рв  и        рврврв N,tntnM 50 ; kt  – моменты излучения зондирую-
щих импульсов РВ с периодом повторения Т; L – количество импульсов на интервале наблюде-
ния.  
Полезный сигнал в (1) можно представить в виде [1; 3] 
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где   lTt,Tltt kk  1 , сА  и sA  – квадратурные составляющие амплитуды полезного сиг-
нала; 0  – известная частота сигнала;  t  – случайная фаза сигнала;  th  – истинная высота 
полета ВС;  f  – огибающая принятого полезного сигнала. 
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Случайные параметры  t ,  th ,  tАс ,  tAs , входящие в радиосигнал, являются компо-
нентами вектора состояния  tX .  
В частотном диапазоне работы РВ отраженный сигнал формируется в пределах облучаемой 
площадки мелкомасштабными неоднородностями земной поверхности, которые при описании 
процесса отражения радиоволн считаются как отдельные независимые элементарные отражате-
ли. Наличие таких отражателей приводит к диффузному отражению зондирующих сигналов, в 
результате чего формируются широкие диаграммы направленности обратного рассеяния, кото-
рые далее полагаются изотропными. Указанный характер отражения радиоволн приводит к 
флуктуациям амплитуды и фазы сигнала. Анализ экспериментальных данных и расчеты пока-
зывают [1], что при малых углах отклонения диаграммы направленности антенны РВ от верти-
кали и широких диаграммах обратного рассеяния усредненная огибающая отраженного им-
пульса  f  может быть аппроксимирована функцией вида 
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где и  – длительность зондирующего импульса РВ. 
Флуктуации квадратурных составляющих амплитуды полезного сигнала описываются си-
стемой дифференциальных уравнений [1] 
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где  tnc  и  tns  – взаимно независимые формирующие стандартные белые гауссовские шумы; 
A  – коэффициент, характеризующий ширину спектра флуктуаций квадратурных составляю-
щих амплитуды полезного сигнала; 2A  – дисперсия флуктуаций квадратурных составляющих 
амплитуды полезного сигнала. 
Случайная фаза в (2) учитывает характер формирования отраженного сигнала, наличие вер-
тикального маневра самолета, характеристики профиля подстилающей поверхности и описыва-
ется уравнением [1] 
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где  tVh  – относительная вертикальная скорость ВС. 
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Изменения во времени высоты полета определяются флуктуациями траектории полета ВС, а 
также изменением профиля земной поверхности и могут быть описаны системой дифференциаль-
ный уравнений (6) первого порядка [1], где  tn p  и  tna  – взаимно независимые формирующие 
белые гауссовкие шумы;  thp  и  thp  – случайное отклонение рельефа относительно среднего 
уровня и скорость его изменения;  tah  – вертикальное ускорение ВС; 
2
p  – дисперсия высоты 
рельефа; 2u  – дисперсия флуктуационной составляющей скорости ветра; 

 Г
W
, ГW  – горизон-
тальная скорость ВС;   – радиус пространственной корреляции случайного поля рельефа;   – 
коэффициент, определяемый аэродинамическими характеристиками ВС; 
L
WГ , L  – размер тур-
булентности атмосферы. 
Выходные сигналы БВ в моменты времени kt  имеют вид [2] 
      kkббвkбв tζthkt  , (7) 
где  kб th  – высота полета ВС относительно начального уровня (уровня моря или уровня аэро-
дрома), причем      ththth бp  ;  kt  – погрешность измерений БВ; бвk  – коэффициент про-
порциональности. 
Погрешность измерений БВ может быть описана выражением 
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где  ktΔ  – постоянная составляющая ошибки измерения БВ; 
2
бвσ  – дисперсия флуктуационной 
составляющей ошибки измерения БВ; θ  ширина спектра флуктуаций ошибок измерения. 
Математическую модель сигналов на входе приемника СНС можно представить в виде [3] 
      tntstξ iii  , (9) 
где  tsi  – полезный шумоподобный сигнал i-го НКА;  tni  – белый гауссовский шум с извест-
ными статистическими характеристиками. Полезный сигнал можно записать 
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где Tiiiii )]t(),t(),t(d),t(d[)t( 
Υ  – вектор радионавигационных параметров от i-го 
НКА; iA  – амплитуда принимаемого полезного сигнала; )t(g i  – модулирующая псевдослучай-
ная последовательность (ПСП); 
c
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)t( ii   – задержка сигнала от i-го НКА; )t(d i  – псевдо-
дальность по направлению ВС-НКА; c – скорость света; 
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)t(d ii 
  – радиальная псевдо-
скорость; i  – средняя несущая частота радиосигнала от соответствующего НКА; )t(d
c
i
i   – 
доплеровское приращение частоты; i  – медленный уход несущей частоты радиосигнала за 
счет технической нестабильности частоты опорного генератора; )t(i  – случайная фаза сигна-
ла;   – угол ФМ (   при двоичной ФМ); )t(i – информационный дискретный параметр i-
го HКА.  
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В качестве ПСП в сигнале часто используются М-последовательности, коды Голда и т.д. 
Независимо от вида кода функция  tg  обычно записывается в виде [3; 4] 
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где пN  – число элементов ПСП; и  – длительность одного элемента ПСП. Кодовые коэффици-
енты k , образующие ПСП, принимают на каждом интервале и  значения +1 или -1 согласно 
закону чередования символов на ее периоде. 
Запаздывание радиосигнала на трассе ВС-НКА можно представить 
 qтрипрвснкаdз tttttt  ,  
где 
c
d
d   – задержка сигнала, обусловленная дальностью трассы ВС-НКА; нкаt  и всt  – сдви-
ги шкал времени НКА и ВС относительно системного времени; прt  – задержка сигнала за счет 
неточного прогноза эфемерид; иt  и трt  – ионосферная и тропосферная задержки сигнала; 
qt  – случайная задержка сигнала, вызванная, например, уходом частоты задающего генератора. 
Связь между дальностью ВС-НКА и координатами выражается зависимостью [3; 4] 
        dzzyyxxd kkki  2
1
222
, 
где z,y,x,z,y,x kkk  – координаты i-го НКА и ВС в прямоугольной гринвичской системе коор-
динат; d – ошибка измерения дальности из-за сдвига шкалы времени на ВС и НКА соответ-
ственно. 
Выражение (10) описывает сигналы СНС ГЛОНАСС, GPS, а также Galileo, причем в GPS и 
Galileo используется кодовое разделение сигналов, т. е. сигналы от различных НКА отличаются 
видом модулирующей ПСП  tg . Сигналы GPS излучаются на частоте 15750 f  МГц (L1). Сиг-
налы Galileo будут излучаться на частотах 1575 МГц (L1), 1278 МГц (E6), 1207 МГц, 1176 МГц 
(E5). В ГЛОНАСС используется частотное разделение сигналов, т.е. сигналы отличаются но-
минальным значением несущей частоты  fmfm  02 , где 243210 ...,,,,m   – номера лите-
ра несущей частоты; 16020 f  МГц (L1); 5562,f   КГц – разнос частот соседних НКА. Ис-
пользование частотного разделения облегчает защиту системы от помех и предоставляет боль-
шую свободу в выборе ПСП. Наряду с этим использование разных передающих частот увели-
чивает аппаратурную сложность многоканального приемника СНС.  
Динамика полета ВС с учетом его координат, векторов проекций скоростей на оси гринвич-
ской системы координат может быть описана системой дифференциальный уравнений первого 
порядка, аналогичных (6) 
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Система уравнений (12) описывает динамику изменения координаты  tx  ВС. Для коорди-
наты  ty  система уравнений может быть записана по аналогии. Координата  tz  представляет 
собой высоту полета ВС над эллипсоидом (ПЗ-90-02 и WGS-84), и в первом приближении мо-
жет считаться равной барометрической высоте полета ВС. 
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Кроме этого, уравнения, описывающие флуктуации фазы )t(i  и уход частоты i , имеют вид: 
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где 
i
N  – параметр, характеризующий нестабильность частоты задающего генератора НКА; 
i
  – параметр, определяющий ширину спектра флуктуаций задающего генератора НКА;  tn
i
 
и  tn
i
 – взаимно независимые формирующие белые гауссовские шумы. 
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На основании рассмотренных выше моделей вектор состояния может быть представлен в виде 
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где       Tyx tV,tVt V ;       Tyx tV,tVt 000 V ;       Tyx ta,tat a ;       Tsc tA,tAt A ; 
      Ti t,tt Φ ;     tt iΔ . 
При формировании компонент вектора состояния в первую очередь включаются те пара-
метры, на измерении которых основывается назначение бортовой комплексной системы опре-
деления высоты полета ВС. Остальные компоненты, несущественные с точки зрения назначе-
ния системы, являются сопутствующими. 
Связь векторов  tiΥ  с вектором состояния  tΧ  в общем случае записывается в виде [3; 4] 
     tLt ii ΧΥ  , (16) 
где iL  – известные в общем случае нелинейные векторные функции. В данном случае функ-
ции iL  имеют вид: 
         
2 2 2
;i di i i i id L t x x y y z z d       Χ  
         ziizgixiiyixiixiidi WVKWVKWVKtLd  Χ
 ; (17) 
    ,tL iii   Χ    iigi tL   Χ , 
где ziyixi W,W,W  – проекции земной скорости i -го НКА на оси гринвичской СК; 
  ,d/xxK iixi    ,d/yyK iiyi    iizi d/zzK   – направляющие косинусы. 
Динамика изменения компонент вектора состояния во времени может быть описана век-
торно-матричным дифференциальным стохастическим уравнением 
        tttt GNCUFXX  ,   00 XX t , (18) 
где  tN  – вектор формирующих БГШ с известными статистическими характеристиками; 
GCF ,,  – известные матрицы состояния, управления и возмущения соответственно; 
   Tziyixi W,W,Wt U F – вектор управления, элементами которого являются известные на основе 
служебной информации проекции земной скорости НКА на оси гринвичской системы координат. 
Вектор наблюдения имеет вид 
         Tiбврв t,t,tt Ξ . (19) 
 
  
118                                                        Э.А. Болелов, К.Н. Матюхин, А.В. Сбитнев, С.В. Шалупин, А.С. Ципилев 
ЛИТЕРАТУРА 
 
1. Жуковский А.П. Оноприенко Е.И., Чижов В.П. Теоретические основы радиовысотометрии. М.: Сов. 
радио, 1979.  
2. Бабич О.А. Обработка информации в навигационных комплексах. М.: Машиностроение, 1991. 
3. Марковская теория оценивания в радиотехнике / под ред. М.С. Ярлыкова. М.: Радиотехника, 2004. 
4. Ярлыков М.С., Миронов М.А. Марковская теория оценивания случайных процессов. М.: Радио и связь, 
1993. 
 
MATHEMATICAL MODEL VECTORS OF STATE AND OBSERVATIONS IN RELATION  
TO THE PROBLEM OF SYNTHESIS OF THE ONBOARD INTEGRATED SYSTEM  
OF DEFINITION OF AIRCRAFT ALTITUDE 
 
Bolelov E.A., Matuhin K.N., Sbitnev A.V., Shalupin S.V., Tsipilev A.S. 
 
The article discusses the mathematical models of the observed sensors processes for determining the height of the 
flight, of the state vector and observation in order to formulate the problem of the aggregation-based methods of Markov 
theory to estimate random processes. 
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